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We prove that the Cartesian sum G + C, where G is decomposed into 2 hamiltonian cycles. 
and C is an hamiltonian cycle, can be decomposed into 3 hamiltonian cycles. That answers 
some cases of a conjecture of Kotzig [S]. Furthermore as corollary we obtain a result of 
Forreger [a]. 
Nous dkmontrons que la som.me G + C oti G est dCcomposahle en 2 cycles bamiltoniens, et C 
est un cycle hamiltonien. peut Otre dkompode en 3 cycles hamiitoniens. Ceia rksoud certains 
cas de la conjecture de Kotzig [Cl. De plus nous obtenons en corollaire un rbultat de Forrcgt’r 
WI. 
Flus adoptons la terminologie de C. Berge [2]. 
1 . 1. Sonme cartt?sieme 
On appelle somme cartkieilne de deux graphes G = (X, f3) e; G’ - (X’, E’J 
(appelie aussi “cartesian product”) le graphe K ayilill. comme ensemble de 
mets x k X’ et 0 ets (x, x7 et (v, y’j son *dif% si et seuhmt si: 
Une a&e de la somme est 
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1.2. I\ Hations 
Nous noterons plus simple ment 
(x; {x’, y’)) a&e verticale pour 1(x. x7; (x, y’)> 
({x, y}; x’) a&e horizontale pour {(x, x’); (x’, y)}. 
Plus g&rIlement r (respectivement r’) 6ta:it un sous-grap e de G (respec- 
tivement G’), nous noterons (x ; I”) le sous-graph82 x + r’ de G + G’ et (r; x’) le 
sous-graphe r+ x’ de G + G’. 
1.3. Rappels et conjecture 
Nous dirons qu’un graphe est dkomposable en cycles hamiltoniens si on peut 
partitionner ses a&es en cycles hamiltoniens. On a la conjecture suivant due B 
Kotzig [S]. 
e. Si G1 est dkomposable en 11, cycles hamiltoniens et si G2 est 
dkomposable en p2 cycles hamiltoniens, ulors G1 + G2 est dkomposable en 
p, + p2 cycles hamiltontens. Divers cas particuliers de cette conjecture ont et6 
montrks. 
&r&me. (Kotzig [S]). Si C,, et C,,, sent deux cycles d’ordre respectif PZ et no 4 4: ws 
C,, + C,,, est Rkcornposable en 2 cycles hamiltoniens. 
korhe (Myers [6]). Si K,, dksigne le graplte coaxplet d’ordw 12 alors K,, + K,, e Bt 
de’composahle n n cycles harreiltop2iew 
( Aubert-Schneider [I]). K,, ef K,,, dksigrw2t les gmphcs con2plets d‘w&e 
t-z” ;pectif v et m aloes K,,, + K,, peut &r(e dicornpos&e v2 $(t22 + 12 - 2) cycks hawilto- 
fiiens si t12 + n est pair et en $( m + n -- 3) cycles han2ihoniens et 202 couplnge parfait 
si 02 + zz est impair. 
e (Foregger [4]L Soiew 3 cycles C,,, C,,,, CV d’ordre respectif n, 122, et p 
alors C,l + C,, -C Cv est dicon2posable n 3 cycles har22iltoniens. 
Nous nous Troposons de nwntrer ici la conjectu,e Dour p+ p, s 21~~. 
0 Si 6, esf dicomposable er2 p 1 cycles lfamiltol2iens 41 si z esr 
tle’con2posable en p2 cycles ha~22illo~ziens, p1 et p2 tels que p s p, 5~ 2p2 alms G, + G-, 
esl dkcomposnhle en p1 + pz cych t2art2iltor2iens. 
Qc’e thkorkme rkulte comme on le verra au Paragraphe 3 du t eo&me suivant : 
Dkompositmr: en cydes hamiltoniei~s 9 
hamiltoniens et C un cycle d’ordre n. alors G -I- C est dkomposahle erz 3 cycles 
hamiltoniens. 
2.1. Lemme prtYim,naire 
“,‘w-tsiderons G = Uf=, G,, G’ = UFl; Si oti les Gi (resp. Gi) sont des sous- 
ensembles mutuellement disjoints d’aretes; alors 
2.2. Corutruction d’un cycle kamiltonien dans la : wrnze G + C 
Yous noterons C,, Ic cycle C suppose note dans l’ordre nature]; G c st suppose 
d’ordre nl. G = f ‘J C,,,_ C,, suppose note darts l’ordre naturel. 
17 cycle hamiltonien quelconque: r: (u,, u2, . . . , u,,, ). 11 existe k unique tel que 
$ = 1 ; soit 
a =inf(ul,_ 19 &+t), 6 =sup(&-,, uk+,) 
avzc la convention k - 1 - m si k = 1. 
Notons que 2< a < h < m puisque r est un cycle hamiltonien disjoint de C,,,. 
On obtient UI: cycIe hamiltonien de G + C en prenant: 
cr-(La): 1). 
(F-{l.a)-{l,b};i) pour 2Gsn- 1, 
(r-(1. a); ?I) si n pair, 
(F-U, H; n) si n impair, 
et en ajoutant les a&es vcrticales: 
(l;{i, i+l: pour l&&n-1, 
(a;{2i-1,2i} pour lsi+n] 
(b;{21,2i+l) pour l++$(n-l)]. 
1 a h 
Fig. 0. 
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Nous avons construit ainsi un cycle hamihonien de la so we carthienne G + C. 
Soit Rm,,w.h le reste dans G + C. 
2.3. Cowzposition du reste Rn,,n,a,h 
-47s arks ((1, a}; i), B s i S2[$n]. 
-Les a&es ((1, b}; i), 2s iS2[&1-- l)]+ 1. 
-Toutes les a&es du produit C’,.,, + C’r, sauf: 
(l:(l. 2}u{2,3} - l 4Jr;u - 1, n)), 
(n;{l.2)U(3.4}. . l u{2[$1]- 1,2[4n]}), 
<h; (2,3} u (4, 5) ’ - u {2[$( n - l)], 2[$( PI - 1,] + 1). 
qui sont utilis6es dans la construction prkkdente. 
2.4. W&monstrution 
Nous donnons en Fig. 2 B 1’7 les dkompositions de R,r,,n_a,R suivant les 16 cas 
de paritks reiatives ck m. n, u, b; ci: pour n = 5 ou 5, tn, Q et b minimaux avec la 
condition 2 < a < b < we. A partir de ce ~a.3 on construit la dkomposition pour 
tout m i partir du lemme suivant: 
si RI Y,ci.b est dkowzposable en deux cycles hawhmiens C, et C2 et s’il 
exist4 j ( 1 S j < nt ) tel que: 
(1) 1 q<a, R,,+? ,,,a_+2,t,+2 est dkkomposable en deux q&s htcl;niCtoniens. 
(2) a sj(rb, R m+2,,,,a,b+2 est dicomposable en deux cyc es hawziltoniens. 
(3) h+=rn, alors R,*,i2,,ab deu . . . est dicomposable en cycles harniltoniens. 
Nous pouvons considkrer R,,, _+2,,, (dans les tsois cas) Q:omcne obte 
R nt,n en supprimant let a&es ({J, j-t 1); 6), 1 G i S n et en .ijoutana les sommets 
(if. i ); Cj”, i), 1 c i =2 ;z ainsi que les a&es 
de 
({j, j’} u (j’, j”} L’ {j”, ; + l}:, i), 1 c i =s ?I. 
Si ({j, j + I}; i 1 E C, alors notons 
If: = ({j, j’}; i) U (j’; (i, i + 11) U 9 l 9 U (j’; {k - 1, k}) W Q’, j”); k) 
u(i”;(i, i+l))lJ* l l u (j”: {k - 3, k}) u ((j”, j + 1); i). 
Dhcomposition 499 cycles hrdr, lrziens II 
c 111 + 2.n er;u h partir de C, de R, ,, en remplaqant les a&es 
({j, j + I); i) par IB; pour chaque i tel que C(j, j + 1): i) f-l CL + Q). 
le. Voir la Fig. 1. 
OR remarque que les d&corn ositions de R,m.n,u,h des Figs. 2 h 17 vkrlfient bien 
les hypothkses du lem 
1 2 3 4 
:,T) * 2: 
Tig. 1. _ 
On construit aussi des kompositions pour tout n. 
Si n=3 ou K il suffit de supprimer le graphe en pointilk 
Si IZ > 6 il suffit de rajouter [$(n - 6)] graphes isomor;hes au graphe partiel 
prhident. 
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Fig. 4. III = 6, n = 4+2, a = 3, b = 4. Fig.5. m=6.rt=4+2,a=3.b=5. 
I I _--H-\-l # - ._ 
--__o-- * - - ‘Q 
_ _ - - _ - -_ 
_-I * - -_B - - -1 
- 
Fig. 6. HI -18, 11 = 3 + 2, a = 4, b - 5. 5g.a. vn=6,rt=3+2,a=4,b=S. 
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Fig. 8. WI = 6, n =3+2,a=3,b=4. 
I 
I 2. 
Fig. 9. m = 6, n = 3+ 2, a = 3, b = 5. 
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Fig. 12. m==5,n=4+?,,~=3,!,=4. 
Fig. 14. rn = 7, n = 3 * 2, a = 4, b = 5. 
Fig. 13. m = 7, )I =4+2,a=3,b=5. 
15. IF1 = 7, ?I = 3+ 2, = 4, b =: 5. 
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Fig. 16; tit = 5. n =3+2,a=3./>=4. Fy/. 17. m=7,n=3+2,a=3.h-5. , 
Puisque p2 d p, C 2p, il exists k 2 0 tel que: 
2(p,-k)=p,-k ($ k=2p,-p,. 
NOUS partitionnons les sycles hamiltoniens de G2 en k cycles hzniltoniens et 
p2 - k cycles hs ltoniens et ceux de GI en k et 2(p,- k) cycles hamiltoniens. 
Pz-k 
Cl= c! u u <c:,-, UC,,), 
i=l j=’ 
P,- E. 
cFz= CFlJ u cf. 
I i=l 
aire 
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a V. e. Soit C_,, C,,, Cr, trek cycles d ‘ordve respectif MI, n ef p; al0t-s 
Cn, + C, + C[, est clkowpo.wble en irois cycles hamikonieru. 
Ce r&.&at est dG B Forreger [4], 1 devient une conk uence immediate du 
Thkorkme B. 
e. Soit K,, 3e paphe covltplet d’ordre 11. Nom Kzp+, + K Ip+ 1 + K:,, 1 
est dicornposable en 3p cycles hamil’toniens I&., + K?,, + &,, est dkomposabk en 
3p-2 cycles hamikoniens et un couplage parfait. 
Le premier resultat est deja acquk par M. Forreger [4:1. D’autre par: KZp + KZp 
est dkomposabk en 2p-I cycles hamiltoniens d’aprk; Myers [6: et Kzl, est 
dicomposable en p - 1 cycles hamikmiens et un couplage parfait C. 
Or 2(p - 1) < 2~- 1, nous sommes done dans ks conditions du TtGori?me P .3 si 
on &rit : Kzl, = ( Up: i Hi) U C, Hi cycle ‘hamiltonien, C zouplat;e parfait, 
06 % est couplage de la somme cartksienne. Done IL, + .LP + IL,, est 
dkcomposable en 2p - I+ p - 1= 3p - 2 cycles hamiltoniens et un couplage par- 
fait. 
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